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L attuale Memoria ha per iscopo d’ esibire alla Gioven- 
tù Studiosa alcuni esempj d'applicazione delle forinole 
per la ricerca del centro di gravità delle linee ^ piane unifor- 
memente pesanti, riferite a due assi ortogonali. Il pregio 
dunque che può avere in altro non consiste die nella 
moltiplicità e varietà di tali esempj, pe' quali, oltre Ja retta 
finita e una porzione qualunque di 'curva circolare e 
di cicloide, che soUo'ordinariament» considerate nei Corsi 
di Meccanica, abbiamo preso in esame un arco qualunque 
di parabola, ;d’ ellisse e d’ iperbola, ed uno consimile di 
logaritmica e di catenaria omogenea. Ma in ciò fare -ab- 
biamo voluto anteporre le curve algebriche alle curve 
trascendenti. 

, • ■ ,* K A * • 

offVrtn' .O.fW» bU ' 

s 1 . Le coordinate X, Y del centro di gravità d’tin 
arco ci vengono date dalla Meccanica colle forinole 
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U) 


x= Jrdi 


r = 


J'rdl 


J dl fdl 

nelle quali l.o la / .rappresenta una porzione qualsivoglia 
dell’ arco stesso, misurata dall' origine degli archi, e la di 
il suo elemento adiacente al punto di coordinate rettan- 
gole x, y, e 2<> gli integrali frdl,fydl,fdl si* debbono 
definire trai valori delle variabili x > y ) l, relativi al primo 
e secondo limite di qtiell’ areo. 

Per il conseguimento de’ due primi di questi integrali 
converrà, quasi sempre, esprimere le funzioni rdl, ydl 
per una sola variabile. A quest’ effetto ci gioveremo del 

noto rapporto di = ^ dx*-\-dy* e della equazione 
della curva anzidetta. 

In quanto poi al terzo dei predetti integrali vuoisi 
avvertire che, chiamando l f , l /f ii valori della l pe’ punti 
estremi dell’ arco dato, ed essendo per conseguenza / — l y 

■* . f^n 

la lunghezza di questo, abbiamo / dl—l /y — l y . 

‘ ' . . . ; • b ' ‘ 

Bramando però quest' integrale espresso per le coor- 
dinate jr /f y y v X /y y tf de’ punti suddetti; ci varremo 
delP indicato rapporto, elimineremo se occorra tra esso 
e Inequazione della curva o la y, o. la x, esprimendo 
cosi la differenziale di solamente o per le x, dx, o per 
1 e y, dy, ed integreremo la differenziale medesima trai 
valori di. quelle coordinate. 

Del resto, atteso il rapporto e l’equazione di che so- 
pra, potremo se ci piace ridurre le coordinate X, ¥ in 
funzione delle sole o x y , x u , o y y> y /f , o l /t l y/ , o 
promiscuamente delle une e delle altre. 


Digitized by Google 



Le formole (y/) riduconsi facilmente alle 

{B) 


x=M, r= o. • 


o alle 


Jdl 


(C) L . X= 0 , ¥ 


Ir di 


f dl ’ 

quando invece d’un afeo solo ne abbiamo due simme- 
trici attorno o all’asse delle x, o a quello delle y'. Su 
di che dobbiamo anche notare che, se gli archi qui detti 
si congiungono in uno, e se si pone l’origine tanto delle 
coordinate quanto degli archi nel loro, punto d’ unione, 
avendosi x t = 0, y == 0, l- =■ 0, è 

• t' lf ‘ 

/ <# = / di —l u - 
K ^ o 

Dopo queste premesse passiamo a risolvere i seguenti 
problemi. / 

PROBLEMA I. 


TROVARE IL CENTRO DI GRAVITA D UNA RETTA FINITA. 


§ 2. So si prende la retta data per asse delle x , ed uno 
de’suoi punti estremi per origine delle coordinate, abbiamo 
dl=dx, ' \ 

e per risolvere il propostoci problema possiamo ricorrere 
alle formole ( B ) ■ Essendo dunque 

x 3 

( . J xdl = f xdx — — -+ €? , 

f di —Jdx — x-i- C' , 
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se si comprèndono questi integrali tra jc==.0, ed x=x 

per levitate forinole si ottiene 

* . ' , *. * ‘ ' * > 

x=. ^ > r=o. 

2 

Dunque il centro di gravitò di una retta finita è nel 
suo punto di mezzo. 

PRÒBI E M A II. 

• >ìt ,1 ■ < . ; j ' 

TROVARE. IL CENTRO DI GRAVITA* D* UN ABCO 

r i 4 ‘ ‘ *, * 

Qualunque di curva circolare. 


S 3. Ponendo l’ asse delle x sul raggio che biparti- 
sce l’arco proposto e l’origine delle coordinate t\el cen- 
tro del circolo, è 


da cui differenziando , 

• 


x * -+y 2 — r 2 


xdx -t- ydy = 0, 


- ’ ’ * ‘dl=-^-, xdl=rdy. 

y • x « * 

Abbiamo d^to , alla di il segno positivo giacché, con 
assumere per principio degli archi il punto di mezzo del- 
l’arco proposto, dal lato delle x positive le l,y crescono 
e decréscono insieme, e dal lato contrario, créscendo l’una 
di quéste due quantità, l'altra diminuisce. 

Dalle forinole ( B ) , sostituendo alla xdl il trovato va* 
loie, e integrando da y= 0, 1=0, sino -ad y=y n , l—l tt » 
risulta •' ; 

x= r= o. 

V/ 
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Moltiplicando sopra e sotto ,per 2 il secondo mem- 
bro della prima equazione, ed avvertendo dipoi che l 2l // , 

2 y corrispondono all’ arco dato e alla corda che lo sot- 
tende, concludiamo dunque: l.o che il centro di gravità 
d’ un arco di circolo è sul raggio che lo divide per metà, 
e 2.o che la distanza di esso centro da quello del circolo 
è quarta proporzionale dopo l’ arco, la sua sottesa ed il 
raggio • ' ! 

§ 4. Scolio. L’arco l /r espresso per le coordinale 
y n e pel raggio del circolo, ci vieo dato dàlie Applica- 
zioni del calcolo superiore alla rettificazione delle curve. 
Ciò non ostante è facile vedere che, dall’ essere 

___ r jt _ rd f 

' x ■ * 

V r' 1 — y' 1 

risulta . 

e che sviluppandola funzione (^rly* ^ 5 in una serie 

ordinala per le potenze ascendenti della y, moltiplicando 
ciascun termine della serie medesima, per rdy, ed ese- 
guendo le integrazioni trai limiti di che sopra, si eonse- 
guisce * ■ ‘ 

' 1. 5 r,, 3 1. 3. 5 y .? 1. 3. 5. 7 y 

y "~^% 4. 5 ~ 2. 4. 6. 7 7^ f 2. 4. 6. 8. 9 “ 

Eccone esempio. Per y u — -, è l n la metà dell arco 

di 60°. Rappresentando dunque con C la circonferenza 


! 
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del circolo, e facendo per comodo t=3,1 41592653 

si ha ' . ; , 


f i 1. ‘ 3 
2. 4. 5. 


1 3.* 5. 1. 3. 5. 7 


rj- 


23 2. 4. 6. 7. 2* 2. 4. 6. 8. 9. 2^ 

*. •*' v ' t • ■ *■ . "* 


2 r. 0,523598. 75. -.=2/. 


6 


fT 


quindi 

C=2Tr. . f 

§ '5. Corollario, Poiché là frazione =- 3, 1 4. 
si vede che possiamo fare prossima inen tei 


ec.J 


7 ’ - 


e per conseguenza 


C == 4±r. 


Pei' la qual cosa gli archi maggiore.e minore del cir- 
colo, sottesi dai lati dell’ esagono e tetragono regolari 
iscritti e dal diametro, sono respettivamente 


110 


22 




' 21 , 


■r. 


; Il 


22 


21 r ’ ,, 7 r * 


7 - 7 ’ '7 


Or que’ lati e quel diametro equivalgono ad 


'■> »V 


141 141 « 

■ r, 2f ; 


100 


100 


dunque abbiamo di seguito 

21 53 


V 21 

A 110 ■ 


22 


110 


10 


11 


-r. 
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PROBLEMA III. 


QUALUNQUE DI PARABOLA. 


$ 6. Assumendo per asse dello x e per origine delle 
coordinate l’asse ed ih vertice della parabola, l’equazioue 

\ ' - I 

di questa curva è 

f* =*•/>* » • 

• r • ‘ . 

t • . ' 

e differenziata somministra . , . ' 

. 1 

■ . \ 

2 'y'dy = pdx , 


da cui 


di 




Qui pure è stata munita la di del segno positivo per- 
chè, con mettere anche l'origine degli archi al vertice 
della curva,' le x, y, l crescono e decrescono simultanea- 
mente. Diciamo pertanto , . 


/. 


xdl 


— -y yj*x*-+px , 


Per integrare la prima di queste funzioni giova scri- 
vere’ * _ 

V W a ~ J r px — % (r — p — 8x), 
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io 

ove t rappresenti! una nuova variabile,- e dedurre 


X- 


{ t—p ) a i U a — P' } ) d t 

16. t ’ ^ 16 t a ’ 


' .. ' . - 2 2 

• V 4 .r a -»-p.r=^ — — ^ 


8 * ' 


• il r,_£l_ S! 1 

256«3 256 L (3 * J , - 

quindi ' . 


Ma sii 


siccome 


t=p->r 8 x-t 4 \/ 4 j- 2 -+-^.r , 

■ / * , ijr i - , t • 

* 2 p 2 —& (p~*- 8x-+ 4 ✓ 4x a -*-»-/ix)v^4x :l -+• px 

— 8 <V / 4 x a -+^r, 

^“-+/> 2 = 2 Q>- 4 - 8 x -+4 V / 4 x ;i -*-^x) (p— t- 8 x) 

(/ a -p s )(t a -^ a ) 


— 3 = 8 (/>-+ 8 .r) \/ 4 x x -+px ? 


cosi 


ì , f ; ' *. 

xdl “ j“^g|^4 (/>-+- 8x) V 4x u -+px-p* 1og(p-+&x -f-4 V 4.r a -+/>jr )J -f C'. 
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Per integrare poi anche la seconda delle funiioni sud- 
dette, basta fare 1 , , 

e subito inferirne 

f- M= b f dz V7 = «V 1/73 ■* ' • ‘ 

cioè * • 

fy<U =T 1-V (p 2 -+ 4/*) 3 h- C", ' l ■ • 

Comprendendo finalmente gl'integrali trai soliti valori 
delle x, per le formole (A), si ottiene 

J 

X== \%& | 4 ^ fixJ ‘.~+V x u—{p-+ tx,)V 4x/+px) 

p-+8x // -+W4x--+px / \ 

P log ’ ‘ ■ * ■ / * 

p-4- 4x J a ~bpx / ’ 

r=: nTpii;:-^ • 

S 7. Corollario. Quando l’ arco proposto comincia 
dal vertice della parabola, con essere x / —o, y t ~ q, 

h =o, è 


— pHog 


p-+9>x /t -*-4 V 4x 1 -¥px /t 
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, § 8.*Soolio l.o La- prima forinola di ciascuno de'due 
paragrafi precedenti, unita alla V—0, offre (§ 1 )la po- 
sizione del centro di grévith di due archi di parabola 
simmetrici attorno all’asse delle x', i quali, mentre per 
le une si suppongono separati dall’arco % l f , per le altre 
si ritengono invece come congiunti al vertice della curva, 
e facienti pet conseguenza un solo e medesimo arco 2 l u » 
§ 9. Scolio 2.o Anche il valore dell’arco parabolico 
l, dal quale si traggono i due appartenenti ad l ; l ci 
v ielle offerto dalle Applicazioni superiormente citate. Noi 


però, atteso essere di: 


di 


■Vp 1 -e \y 1 .amiamo dedurlo 


dall’ integrale della finizione dy \J A * -+B' 1 y * , che ne gio- 
va di rintracciarti, tanto per questa «pianto per altre 
indagini. ’ 

Facendo dunque 


si ha 


t a — A’ 


<ìBt 


, dy ~ 


V A? -+B*y a t=u— By , 

t*+A* 


iBt J 


di, VA 2 -+B 2 r 2 ^= 


t*-*-A* 
2 1 


~ e per conseguenza 

fiy 4 


ma siccome 


=*By+ \lA*-+B*y* , 


— C ; 
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, * i 

t 2 — A 1 — 2 (Bj -4- \ A 2 +B 2 =2 B/y . , 

t 2 ~i-A 2 ~^Bj -+ 2/. \ A % —*h l \‘ 

~ 4j?k * * ' • • 

perciò - 

SdyAj A 2 \j A* ^rB'y 2 -* #>-+ \ / 3/-^"/?V; 

Per Parco di che sqprn, posto A—p, B~ 2, da que- 
sta forinola divisa per p , si ottiene 


* = ~Vp‘ 1 - +4 / a -- 4 -^- io sr(^2r-*--Vp 2 ~ f4 J 2 ) *+£ » 

da cui i valori di /, l n , sostituendo ad ^ le r, , j^ // . • 

§ 10. Corollario. Per applicare le forinole de' para- 
grafi anteriori a un qualche esempio, cercheremo ( il 
centro di gravità dell’ arco- di parabola compreso tra il 
vertice della Curva e il punto la cui ascissa equivale al 
parametro p. * . ' 

Per esso punto è x n — />, i u — p> quindi (§ 7.) ’ 

^ r _ ì 

*= ^ j.30 V5-fo ? (9 -* * V 5 ) .] . 

ma ($ plaudente) . 

* ’ ■ . v * . • # > • > 

V 5 •+%( 2 '-4. V 3 )'); . 
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dùnque . , 

p_ 80,49 6 — log 17,256 

32 4,472 -*■ log 4,236 

Pejr appurare questa frazione giova convenire i loga- 
ritmi neperiani che contiene ne’ tabulari corrispondenti, 
e moltiplicare a quest’ effetto numeratore e denominatore 

pel modulo 0, 4343,. di questi ultimi. Così facendo 

e riducendo si ha < 

*=0,41 ,p\ 

. . ’ 1 

r 

PROBLEMA IV. 

s • 

TROVARE IL CESTRO B1 GRAVITA’ d’ OS ARCO 

• qualunque d’ellisse. 

§11. Ritenuti per assi delle x, j, e per origine 
delle coordinate i diametri maggiore 2<z, minore 2£, ed 
il centro della ellisse, l’equazione di questa curva è 

a* y ' 1 -t- b ' 1 x* — a* b' 1 ', 

dalla quale risulta 

a ' ydy -+ b*xdx = 0, 

e 

fe 7i=7 V i4 - r3 - + «v* • 

Abbiamo preso la prima espressione della di con se- 
gno positivo, e la seconda fcon segnò negativo, l.o perchè 
la l cresce continuamente colla X, e 2.» perchè la t 
stessa, mentre cresce colla y nella regione delle x ne- 
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gative, decresce crescendo queste nella regione contraria. 
È poi facile a vedersi che V una delle espressioni in di- 
scorso deve avere segtio diverso dall’ altra, perchè altri- 
menti nell’uguagliarle non otterrebesi la precedente equa- 
zione differenziale. 

Ponendo dunque ( ' " *■ 


a % — b' 1 — 


risulta 


~+e 2 y 2 


/*<« = — jrjiry* 

Cydlsn — — e a * a . ' 

Ora la forinola (a) del S 9, fatto A—b' 2 , B~e, 
somministra • ' 

I • 

La formola citata darebbe anche 1’ equivalente di 
jdx V a* -re*: r 3 , se si cambiassero le tre quantità b, e 
y nelle a, è V — 1, x. Ma per ischi vare le quantità im- 
maginarie, conviene piuttosto moltiplicare e dividere la 
funzione da integrarsi pel proprio radicale e inferirne 

C t s — t r n e*X*dx 

/ dxVa*—e*x*x=zf - -- T 

J J Va * — e'^x-J Va 4 — e'~x 1 

Infatti, peichè 

r a 4 dx a 1 * ■ . ( ex \ ' 

/—======== Are l seti = — — 1 , 

J ^a^—c^x* « V . a* / 


■a. 
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e poiché la forinola d’ integrazione, per parti ' 

/PdQ = PQ-fQdP, 

messo 1 ... . 

,e 2 xdx 


P=x, dQ~ 


V a**—e*x % 


, 7 


e dedotto 


’dP—dx, Q= — v/ fl + — c^x 2 


(al qual ultimo risultato giungiamo con sostituire al bi- 
nomio a 4 — c a x 2 una nuova indeterminata) offre 

" ^ * . * 

è ; « 

/ e 2 x*dx ' ■ ' ■ f" 

y ti dx V a '~ elx2 ’ 

si vede che la superiore equazione si può scrivere così 

J~dxV<i*— ■ = - Are ^cn=— ^ 

-+x V ai — c 2 x? — -j^dxsja' — e*x 2 , 

ossia trasponendo 1’ ultimo termine e quindi dividendo 
per % 

f V' ,= Are (^n— 

-+ — v/a*— e*x* -+C". 

2 

Finalmente, attese le espressioni degli integrai \ fxdl. 

Jy di, e le formule {A), ^e si definiscono gl’ integrali 
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stèssi trai soliti valori delle variabili x, y, l, si conse- 
guisce 


x=— 


‘ìcb 


| « (?« v 44 -+ '>«* -r, VM-+.V,*) 


a* log e y i < 


v, 


Vb+ -+■ c^y * ( * 


r= 


*«**(!,/ 


X: 
r : 


— j 0 (x„ Va* — e» V — r / — e a x*. J 

"+**( Arc ( 5CW “ ^aT-)- ArC { SCn = ~5-)) J ‘ 

» r 

§. 12. Corollario l.o Quando l’arco proposto inco- 
mincia dal vertice della ellisse, pel qviale è X, — — a, 
y lj=o, abbiamo 

: ~ 2 ^; } e 2 y„* ■+ b*to g .. ' Y "^ r * r "' 2 1 , 


2e«- 


TTy I e ( T //V^ fl 4 — e 2 x // 2 -+a 2 b ^ ^ Arc (scn—^g-'j 

' - Are ( *» = j))| . 

E quando incomincia da quello dei vertici predetti, 
pel quale è x t —o,j^b, lj=z ~— , dove COn L si rap- 
presenti tutta la curva elittica, si ottiene 
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Y 


'18 


2e& a | 


731 ) 1 ' 

<" A ' 




1 V ^ 


-+e*y 


—ab*} 


-*-b+log 


«T//-+- 


Vb> 


b ( e — t- a ) 


e *r,/‘ 


~ h , I ex,, xtre (,OT = 22_) 

w ('"-4) I v a . 

§13. Scolio l.o E qui ancora vuoisi avvertire che i 
valori delle X, Y dati dai due paragrafi anteriori, ac- 
compagnati respettivamente colle JT=o, X=o, stabiliscono 
la posizione del centro di gravità di due archi d’ellisse 
simmetrici attorno ai diametri 2 a, 2ò, e separati o nò 
dall’arco 2 l y . 

§ 14. Corollario 2.° Le coordinate del centro di gra- 
vità del quadrante ellittico risultano dalle prime formolo 

del § 12, ponendovi x t y=o,y ) pxb > l /t — — ^-.oppure 
dalle seconde, con fare x t t —a, y H — o, l fJ = ■ ^ - , e 


sono 


X = 4= 


2 a 
eL 

2 b 


( 


ca-+b 2 log 


e-l -a 




Y = Are (»»="§-)). 

servendo il segno superiore pel quadrante che giace nella 
regione delle x negative, e l’ inferiore per T altro. 
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E le coordinate del centro di gravità d’ una semiellisse 
sottesa da uno de' diametri 2 b, 2 a, sono respettivamente 



valendo pe’ segni le già date avvertenze. 


§ 15- Scolio 2.o È inutile osservare che le formole 
del § 11 si debbono trasformare in quelle del § 3, ove 
si ponga a=b=r , e per conseguenza e=èo. Noteremo 
soltanto che, per questo valore di e, il secondo membro 

d’ ognuna di quelle formole diventa , e che per ' 

. o r 

operare l’indicata trasformazione bisogna dunque far uso 
della regola che in ordine a tal circostanza ci viene in- 
segnata dal Calcolo Differenziale. 

§ 16. Scolio 3.o Per non intraprendere un lavoro di 
soverchio esteso, diretto a determinale i valori degli ar- 
chi ellittici lj , Ijj, L in funzione delle coordinate de’loro 
punti estremi, inviamo il nostro Lettore alle Applicazioni 
delle quali al § i. In esse è dato l’integrale delia dif- 
ferenziale 

’ ■ ‘ ■ ( A -+ Bx ? ) dx 

l/l —p*x* . \/i—q*x» ‘ ' 

dal quale emergono i valori di quegli archi, quando si 

faccia . • Le • - , 

■ 

(’) Lacroi*. Traile da Calcai Diff. et Integ. T. Il n.” 504. 
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A=\ , /?— 5 — , p = — r q ■ 

• a* a 


a a 


e si comprenda l’ integrale medesimo trai limiti di essi. 
- Eliminando infatti la y dalle equazioni 


a*y 2 — fè a x a =a a i a , dl~ ■ 

éd appurando si ottiene 

dx y' a i 


dx 


*y 


-J/Vx*. 


«v a 




e a x a 


a V a* ~ 


ossia, moltiplicando sopra e sotto per a 4 \/ a 4 — e a x a , 


= 


Vi VT 


e 2 x s 


lo che è quanto ec. 


PROBLEMA V. 
trova.be il cestro 01 gravita’ d’cn arco 

QUALUNQUE d’ 1 PERBOLA. 


§ 17. Situando gli assi delle x, y sui diametri detti 
reale ed immaginario dell’ iperbola, abbiamo per equa- 
zione di questa curva 

> 

a^y 2, — 6 a x a = — a a 5 a , 

da cui risulta 

a^ydy — b 2 xdx = o . 


\ 
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L’origine degli archi si suol qui collocare o al ver- 
tice dell’ ipcrboln, pel quale sono x t =a, y / ~o, o a 
quello cui competono x, = — a, jr / xxo. Comunque 
si faccia, ottiensi 




Posto dunque 


si conseguisce 


e 3 = a* - 4 - 4 a , 


-+ 4 4 , 


^ — 


bdx /— — 

— - — j/'e J af a — a 4 . 


f'xdl — 


e per la formola (a) del S 9 » 

-£ b I --\v y ' -+■ b^-+y* log(ey-+\/eay‘ 


H* 4 4 )j+C', 


f^^~~~^eaF~ ] ex ^ e * x2, — — a^log^ex -+ V^** 3 — a 4 ^j-+<7' . 

si Ciò premesso, se si definiscono gli integrali trai so- 

liti valori delle x, y, l, dalle forinole (A) nascono le 
due 
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Ve*y?-+b*) , 


b+log- 


ey n -+ Vey // ' J ’-+b' 1 
Vey/-+b+ ' 


90 


= 2««4-y 'C ✓«**,*-*♦) 


— a*log 


ex n -+■ — a 4 


ex. 


V e 3 x / a — a 4 I 


§18. Corollario. Quando 1’ arco dell’ iperbola In- 
comincia dal vertice pel quale è x / =a, yj=^o, l,—o, ri- 
sulta . .. 


X = 


2e£ a / 


// 


V// 


1/ 


«%* 


• À 4 -4- i 4 log 


fi?'//' 4 ' 


» 


r=- 


2 ea a ^ 


’// 


e (j^ y/ 1/ e a ^y/ 8 — <J 4j —a 2 Aj — a * log^- 


V e*x,/—a 


(e-+b)a 


e quando incomincia dal vertice pel quale è invece 
x / = — a, y / ~o, l f “o, valgono queste medesime for- 
mole, cambiate le a, x^ in — a, — x /t . 

§ 19. Scolio. Qui. si vogliono ripetere considerazioni 
analoghe a quelle istituite ai §§ lo, 16. Relativamente 
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a quest’ ultime diremo soltanto che l' integrale della fun- 
zione registrata nel citato paragrafo, si adatta ad espri- 
mere gli archi l, l f l t/ dell’ iperbola, ponendo 






'P 


9— 


Eliminando infatti la y dalla equazione della - iper- 
bola e dalla dl~ — — \ b 1 x 1 —e a*y 2 , moltipli- 


cando e dividendo la risultante per \/ e'^x 1 — a*, ed 
appurando si ha 


d.t 


,U — 




Vi rA-- Vi — — 

n - " „ I 


PROBLEMA VI. 


QUALUNQUE DI CICLOIDE. 


§ 20. Se si prende per asse delle x e per origine 
delle coordinate l’asse ed il vertice della cicloide, e se 
si rappresenta con r il raggio del circolo generatore 
della cicloide stessa, l'equazione differenziale di questa 
curva, nella quale le x,y crescono e decrescono insieme, è 


dy — dx 


— X 
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quindi somministra 

dl=dx\/*!L , 

• • X 

» xdl = <£r 2r.r , 

7 <iì ■= ydx y ! . 

X 

Le due pnme di queste equazioni danno immedia- 
tamente 

fdl= 2 V / 2^-t-C' ' . ’ 

jxdlz=, x l/2rx -+ C" . 

In quanto poi alla terza basta fare, nella forinola del 

S 11, 

derivar quindi 

dP^zdy , Q ~ <2 \Z~x , 

e inferirne 

f**~ } Sx—<ìjdx y'^r—x J h- C’" . 

Ma perchè, con sostituire al binomio 2r x una 

nuova indeterminata, bassi 

ifdx J/2r—x= r—x) * , 
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concludiamo essere 


Y—~ 

3 


j 'ydl— Ì^Sr^Sy }/~~x - 4 - —J/ (2r— -+ C' // - 

Ciò posto, se si definiscono gli integrali trai valori 
x t , y / ; x 0 , y n delle x, y, per le formule {A) si ottiene 

X=~[x / H- V x, H- J ' 

1 5 ’y,, v' x„—y t V ' xj ~+ 2 (l^ ( 2 r— j/( 2 r— _ 




§ 21 . Corollario 1 .o Se 1’ arco incomincia dal ver- 
tice della curva dove x y =o, y y=zo, queste formole di- 


! 2 • V Vr-x„)*-VVr)ì 


V' x 


// 


§ 22. Scolio. Circa le formole de’ due paragrafi pre- 
cedenti, dopo avere ripetuto quanto si è detto al § 8, 
possiamo per incidenza osservare, che un tronco di cono 
le cui basi minore e maggiore siano proporzionali alle 
X. , x n equivale al cilindro della stessa altezza avente 
la base proporzionale alla X. 

§ 25. Corollario 2.» Le coordinate del centro di gra- 
vitò della semicloide sono 

- r= "r r ’ r ={ r r) r = ir r 

prossimamente, e dalla intiera cicloide 

X— -4- r , Y = O . 

o 
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P R O B L E M A ' VII. . 

TROVARE IL CENTRO DI GRAVITA* l>* UN ARCO QUALUNQUE 
DI LOGARITMICA O LOGISTICA. 

§ 24. L’equazione 

«* = y 

b quella della logaritmica, curva d’ un sol ramo che 
giace tutto nella regione delle V positive, 1’ asse delle 
quali lo taglia in due parti nel punto cui .appar- 
tengono le coordinate x —.o,y = 1. La porzione di tal 
ramo che si distende dal lato delle ascisse positive si 
va indefinitiaamente discostando dall’ asse di queste. Il 
contrario avviene per l’ altra porzione alla quale per 
conseguenza serve d’ assintoto 1’ asse delle ascisse. 

L’ indicata equazione, chiamando A il modulo del 
sistema logaritmico di base a, somministra 

dx ■= AÈ- ; 

’ 7 

onde, avute pei segni le solite avvertenze, si ottiene 

di = \/ A* - + y* , 

y 

xAl = V A*~-*-y :i , 

y 

ydl — dy \/ A L -¥ y* . 

È facile integrare la prima e terza di queste fun- 
zioni. 

Per 1' una infatti, posto 

V' A 1 -+ y 2 — t , 


Digitized by Google 



risulta 


t- — A\ 


« 

dv 


dy 

J 

ed 




i*dt 

>LA- 


- =-dt 


fi 


dy 

y 
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tdt 


{■ 


dt 

t~\- A 


V' A- -4 -y* = t — _ los 
2 o 


~ A ,~yC’ 

t—A 


dt 

t—A 


] 


> - » • 


A '\/' 'A - L -* y a 

V 1 °* 


A 


¥C’ . 


i—Va*- . 

l / A^-t-y 2 — A 

Per l’altra poi, facendo B— 1 nella forinola («) del 
S !), si ha subito 

fydb=^yVA^y r -+A*-log (yH- y A *-&*)] -+C" 

Ma in ordine alla seconda delle fun7.ioni suddette 
non conosciamo maniera d’ integrarla clic per serie. A 
quest’ effetto dàlia forinola ($ 1 1 ) d’ integrazione per 
parti incominciamo a dedurre 


P,B = xl rf u * 


0 

4 


(*) Il Padre Gregorio Fontana nella sua Memoria 
sojjva il centro dì gravità della logaritmica finita e 
infinitamente lunga, registrala nel Tomo IV degli Atti 
della R. Accademia di Torino perviene a questo risultalo 
col seguente artifizio. Essendo 
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Avvertiamo dipoi clic, con sostituir.- ad /, dx i loro 
equivalenti, si ha 


fux _ y/J _ -~-f- 
f— log 

J r y^r^r-A 


d Y . y A^r^A 

—i°s : 


-Al- 


j y A--+-Y 1 — a 

A % f dy y A 2 -+y ' A 


Ponendo inoltre 


y a*-¥'Y*-+a 
y a* -*?*— a ’ 


dy 


dj y A ^-y-y 1 — -~-V' A 


dy | s-T. : 

= — 7 —V « -*• r ~H — h — , 

2 yA;-*y* yA^j 1 

se si avverte che i due primi termini equivalgono alla 
differenziale della funzione ~~ \d'A 2 -+y 1 , e se si 

moltiplica e si divide il terzo pel binomio y-Y y A 2 -+y 2 , 
appurando si ottiene 

ydy 


{A 2 -y r a ) 


a ->*- 


dy. 


y 


y A 2, r 2 

A 2 dy 


dy y A* -t-jr» =Kd( A 2 -yjr* ) 


,^ 3 


dy 


yA 2 


2 


a -t-r a 


e perciò 


J'dj y ~A 2 -+y 2 =3 A 2 -+y* j -+ c" 
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risulta 


J* = 


4 A'z 


Cl-4 a 

e differenziando si ottiene 

2 A*dz (l-+z) 


ydj ~ 


(l-z)3 . 

equazione che, divisa per la precedente, si trasforma in 
questa 

dy (l-t-z)'<iz (1 — z-t-2z) dz 


2 (1 —z)z 
• dz 


2 (1— z) z 


dz 


2.z 


l—z 


e somministra 


dy V 

- log ■ ■ ■ ■ 

r V4^y*—A 

ed ’ -, 


dz log. z 

271 


dtdog 2 
1 —z 


/ 


dy 


log 


VA' 


~+J 


i r dz , 

=- 


y “ V A*-+y % -A 

Per compiere questa integrazione rimane dunque a 

doversi rintracciare l’equivalente di — logz , del 

che troviamo essersi occupato il Lacroix (*) e avere otte- 
nuto ‘ • 

r dt i * a * 3 

J T3T l °S**=logz.log -j— - Z- — g- 


ec. 


(*) Traiti! ec. T. Il a. 428. 
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Riepilogando risulta pertanto 

r_v a, .. >-r 1 

j JL Ul ^ Al J «■ r 

2 L 4 

z a 

-+Z~t- 

/• \ A 2 1 

4 

f 

= {x-A) l -+ , | 

log z . f 


9 


-+ ec.J 


z -t- z -+■ 


■ec] . 


Ora se si comprendono gli integrali trai soliti va- 
lori delle x, y, l, e se si rappresenta con F ( z / , z n ) 

la funzione 

* -* ,3 


z z- 

r-r-M- 


[/og- Z ( 1 — Z ) }/ 7Uzr¥ 

definita trai valori z / , z jt della z, corrispondenti ai pre- 
detti della y, per le forinole {A) si conseguisce 

X — x u hi~ x i ( z /> z // ) ' j 

hi — h 

r - Y(è - f J V -ri 


OC.] 


A 2 log 


Tu -* V 4*-±y t , 2 


11 +r,* 


Y, -+ yZF‘ 

1 valori delle l y , l tt si ottengono dalla superiore es- 
pressione della l, ponendovi respettivamente x J ,y / ; x )t , 
y t j Per x, y. 
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§ 25. Corollario. Se si prende per origine degli archi 
il punto dove- la logistica incontra 1’ asse delle y, per 
un arco^he incominci da quel punto avremo 

„ , |/y/ a -+l r+st 

x ,-°> 1,=-°’ z i— 77=— r . 

e le forinole precedenti diverranno 


F(y t , z,/ ) 


l. 


-t- x, 


A , 


2 /, 


r„ V V A * -*-* 


A^ log ~ 


. V A*-+l 

essendo al solito F (z,, z // ) compresa trai valori z f , z /y 
della z, il primo de’ quali, mentre pel sistema logaritmico 
di base a è il precedente, pei sistemi neperiano e tabu- 
lare è respettivamente 

z, = 5, 814 ; Z/ = 11, 111 .... . 

jj 26. Scolio. Noteremo di volo che il valore della 
Y testé dedotto non è diverso da quella rinvenuto dal 
P. Gregorio Fontana. (*) 

Per considerare tutto il ramo della curva che si es- 
tende dal lato delle ascisse negative, bisogna fare 
x // =a — oo , y H = o , lo eh? rende 

x= — oo , r'=— l — . 


(’) Memoria citata. 


\ 
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{ 

, Siccome questa conseguenza aveva già fatto dire al 
P. Grandi (*), che la logaritmica, ed altre curve che 
a lei si assomigliano protratto che siano all’ i tornito non 
hanno centro di gravità, il P. Fontana nell^^lemoria 
suddetta si pose a confutare siffatta, asserzione, con aver 
ricorso aUa metafìsica distinzione trailo zero assoluto, e 
1 

il valore del simbolo . La sua finale conclusione 

oo 

fu però la seguente. « Quanto più grande si prende 
« 1’ arco della logistica tanto più si avvicina all’ asse il 
« suo centro di gravità, e facendosi l’ arco maggiore 
« d’ ogni data quantità, diventa viceversa minore d’ogni 
« data quantità la distanza del centro dall’ asse. » 

PROBLEM A Vili. 

TROVARE IL CENTRO DI GRAVITA’ d’ UN ARCO QUALUNQUE 
DJ CATENARIA OMOGENEA. , 

§ 27. Prendendo per origine delle coordinate, e per asse 
delle x il punto infimo della curva, e la verticale con- 
dotta per esso; 1’ equazione della catenaria- omogenea ci 
è data dalla Meccanica espressa cosi 
Idj = Adx , 

dove A rappresenta un coefficiente costante, lineare, po- 
sitivo. Hassi dunque • . 

Idi, \ Adi 

— Va^p ’ y ~v A 1 

(*) Coom deraonslratio theorem. Hugenianorum circa logi- 
stica rii. Fior. 1701. 
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Dall’ una di queste equazioni risulta tosto 
ar = A 2 -4- Z a — t* C' . 

Per eseguir poi l’ integrazione dell altra, moltipliche- 
remo e divideremo il secondo suo membro pel binomio 
l -+V A* -4- / 2 ,e si avrà 


, I 


Adi 


dj 




/-+ l/A^l 2 


1 -+ V.A^l* 

ossia, giacohè il numeratore di questa frazione è la dif- 
ferenziale esatta del denominatore, 

y ~ A log ( l -t- A 1 -+l 2 ) -4- C • 

Ponendo pure l’ origine degli archi nel punto infimo 
della curva abbiamo in pari tempo x=o, y=o, l—o, 
e per conseguenza ■' 

C' = — A,C" = -AlogA, - 
ed ' 


x = y/ A* -+l l —A , y — A log 
Ora la prima di queste offre 


Z-v t /A*-+l 2 


l=y 2 Ax-+ x 2 , 

e converte la seconda in 


r = A log 


A-+x- 4- K ìAx+x- 


ch’ è 1’ equazione delia catenaria in tendini finiti, dalla 
quale si deduce : non avere questa curva le ascisse ne- 
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gntive, perchè ove si ponga tale la x, la y diventa im- 
maginaria. 11 valore assoluto della x può essere infatti 
o minore, o uguale, o maggiore di 2 A. Ma per x< o 
nel primo di questi tre casi risulta negativo il binomio 
2^/x-+x a , mentre nel secondo e terzo ciò si verifica pel 

- - 7 

trinomio A— f x-+ \/2Ax -t- x 2 ; lo che è quanto ec. 

Dopo queste premesse osserviamo essere 

xdl = di \A A * -+L * — Adi 

4 L 

ydl = Adi log {1-+ VA —Adi log A . 

Ma, per la formola ( ot ) del § 9, è 

« ' > 

<u Va^Tì* = -L[/ Va^T^a* bg ; 

# . 

dunque 

dl= l (V A* -+1 2 —2 a')+ A* log (l-+V A 2 -+l 2 ^ J-+C"' • 

Sostituendo poi ad l -+■ \J A* - 4 - l % una sola inde- 
terminata t, avrebbesi modo di integrare la funzione 
di log (1-+V A* -+• ) , e d’ ottenere cosi in termini 

finiti anche l’equivalente di /ydl. Masi perviene a que- 
sto risultato con maggior prontezza, deducendo colla so- 
lita formola ( § 11 ) d’ integrazione per parti 

Jydl —yl — fldy -+ C v 
—yl — Ax -+ C lv , 
e poste per x,y le loro espressioni in l 

• I 

jydl— A log^jq^i. — \/ A* -+l J ‘-¥A~\^-¥ C iy . 


{ 
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Comprendendo orn gli integrili trai valori l f Z /(l della 

l, le forinole (A) somministrano >' 

'f 

-^p-, j ji„ (V^W-^) - h m ) 

. a . hr* 

-+ A - log — — 


l, -+ VA % -r-l* 
~A 


— V A À -+l,*-+ v A x -+l* | , 

S 28. Corollario l.° Se 1’ arco proposto incomincia 
dal vertice della curva è l t = o, perciò 

l,r+ y A *-+ l u 


1 /■. / ! — \ A 2, ' Z.,h- y A 

x=^iyj^i„‘-ìA )■*— % — -j 

i -=A j , 

4 *-]- 

*// 


oppure 


r = [*«- 


r=r„- 


Ax. d 


§ 29. Corollario 2.» Dalle forinole del S precedente 
risulta che per un arco di catenaria determinato o dall as- 
cissa x /t — A, o dall’ ordinata y u == A, abbiamo re- 
spettivamente 
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X= 


L A ?<i 


V 


r= 


y» 


*// 


E per un arco consimile l ^ = A., sono invece 

. x=r 4 ” > Y =r« - x « • 




/ 


/|Ó4^ 
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